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The unified theory of gravitation and the electromagnetic field in the form suggested by Becuert!?
has solutions which correspond to the model of a classical particle of mass M, and charge Q. We
shall assume that the coefficient of gravitation  is not a constant but a field function. The equation
of motion is derived for this case. It shows that a suitable choice of the field function » leads to
a correct Couroms field as well as to a correct gravitational field (corresponding to Q and M)
in great distance from the particle. The extension of the particle is characterized by the classical
radius L=Q?/M, ¢* of the particle, it holds together by the balance between CouLoms force and
gravitation. The specific charge turns out to be a typical function of the distance from the center

of the particle.

Die in zwei fritheren Arbeiten? veroffentlichten
Losungen der nichtlinearen Theorie der Gravitation
und des elektromagnetischen Feldes, wie sie von
BechErT ! vorgeschlagen wurde, ergeben u. a. das
Modell einer Couromsschen Ladung, die in groferer
Entfernung vom Teilchen das richtige Couroms-Feld
erzeugt. Ein Mangel der betrachteten Losung besteht
jedoch in folgendem: die streng giiltige Bewegungs-
gleichung ® der Theorie ergibt fiir das statische Teil-
chenmodell das Gleichgewicht zwischen zwei Kraf-
ten, von denen man die eine in groflerer Entfernung
vom Teilchen als Couroms-Kraft erkennt, d.h. als
Produkt aus Ladung in einem Volumenelement dr,
und elektrischer Feldstiarke. Die zweite Kraft ist das
Produkt aus Masse in dry und einer Feldstirke, die
fir ein geladenes Elementarteilchen um das rund
10740-fache grofer ist als es die Gravitationsfeld-
stirke sein miiite, die von der Teilchenmasse er-
zeugt wird, sie kann daher nichts mit der Schwer-
kraft zu tun haben. Ein klassisches Teilchen ohne
Spin, das nur Ladung und Ruhmasse besitzen soll,
erzeugt aber auller der elektrischen Feldstirke keine
andere, die von gleicher Grofenordnung ist und in
entgegengesetzter Richtung wirkt. Die Gravitations-
wirkungen sind um viele Zehnerpotenzen kleiner,
und eine dritte Kraft von der behaupteten Grofien-
ordnung gibt es erfahrungsgemal nicht.

Wir fragen, ob es sich durch einfache Erweiterun-
gen der angegebenen Losung erreichen 1afBt, auch
das richtige der Ruhmasse M, entsprechende NEew-
tonsche Potential in groferer Entfernung vom Teil-

1 K. Becnerrt, Z. Naturforschg. 11 a, 177 [1956], Arbeit 1.

2 K. Becuert u. J.Linoser, Ann. Phys.,, Lpz. (7), 6, 361
[1960], Arbeit IT; J.LixpNer, Z. Naturforschg. 16 a, 346
[1961], Arbeit III.

chen zu bekommen. Das ist in der Tat moglich durch
die Annahme bei im iibrigen unverinderter Losung,
daf} der Kopplungsparameter » zwischen EixsTEIN-
und Materietensor [s. Gl. (1) des § 1] keine Kon-
stante ist, sondern eine Feldfunktion. Die Newroxn-
sche Ndherung der Gravitationstheorie mit

#x=const =2

zeigt die Proportionalitat zwischen % und der Gra-
vitationskonstanten G: x=x,=8xG/ct. Unsere
Annahme eines variablen Gravitationskoeffizienten
#=x(z;) bei unverdnderten Grundgleichungen der
Theorie hat zur Folge. daf} fiir unsere Losung » den
Eixsteinschen Wert %, nur in grofler Entfernung
vom Teilchen hat, im Inneren ist x kleiner. Der Ein-
fluf} eines Gravitationskoeffizienten », der keine
raumliche Konstante, sondern eine Ortsfunktion ist,
scheint bisher in der Literatur nicht behandelt wor-
den zu sein; man vergleiche jedoch die kosmologi-
schen Studien zu einer zeitlichen Veranderung von x
bei Jorpax 4.

§ 1. Grundlagen

Die Grundgleichungen der Theorie, zu deren Be-
grindung und Interpretation auf die zitierten Arbei-
ten I 2 verwiesen sei, sind die EinsTeiN-Gleichungen
im Riemannschen Raum:

Ri=4f R=—2Y} (1)
mit dem Energie-Impulstensor der Materie
Yi=Tit UVHV,, 2)

3 Siehe Arbeit I, Gl. (4.4).
4 P. Jorpax, Schwerkraft und Weltall, Verlag Vieweg, Braun-
schweig 1955, S. 222 ff.
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die MaxwerLschen Gleichungen in kovarianter For-
mulierung 3:

Frr, =Sk = C Vry (3)
Fyv,/'.""Fvl,y‘l"F,ly,v:O (4‘)

und die Normierungsbedingung fiir die Viererge-
schwindigkeit V“:
VeVe=1. (5)

F., ist der schiefsymmetrische Tensor des elektro-
magnetischen Feldes,

T#= F** Fyqg— 1 gt F* Fop

der MaxweLLsche Spannungstensor, S* = C V'* der
zur Vierergeschwindigkeit proportionale Vierer-
strom; C ist eine mit der Ladung zusammenhangende
Invariante; es ist namlich:

opdry= —iCV* Vg dz, dz, dz, (6)

die im Volumenelement d7; enthaltene Ladung. We-

gen (1), (2) und 7% = 0 gilt:
R==U. (7)

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit setzen wir
fiir % an:
% =% €245

%o =87 G[c*; (8)

mH=p (Ii) H

dann soll

omodr3= — [RV* (%00 ¢®) ] Vg dzy day dzg  (9)
die in d7; befindliche Ruhmasse bedeuten. Alle For-

meln dieses § gelten auch fiir variables x, sie stim-
men mit den entsprechenden der fritheren Arbeiten
IT und III iberein, in denen % =x,, d.h. ©u=0,
angenommen worden war.

§ 2. Die Bewegungsgleichung

Die wichtigste Eigenschaft der Gl. (1) ist das
identische Verschwinden der kovarianten Divergenz
der linken Seite:

(Ré—1g4R),,=0. (10)

Gl (10) trifft zu fiir jeden symmetrischen metrischen
Tensor gu». Es gilt daher auch fiir die rechte Seite
der Gl. (1) ein Erhaltungssatz (xY%)..=0, der
ausgefiihrt

Yo, +(gx),.Yy=0 (11)

heifit. Ist x eine Konstante, so wird der zweite Term

5 Ein Komma bedeutet gewchnliche, ein Strichpunkt kovari-
ante Differentiation.
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in (11) Null und man bekommt den Erhaltungssatz
fiir den Materietensor Gl. (2.6) der Arbeit I. Wir
leiten aus (11) die Bewegungsgleichung der Materie
ab. Dazu brauchen wir die Hilfssétze:

Tl"‘;ll: _CFla I/a; Vy Vv;y=0a (12)

welche aus der Definition von 7% und den Gln. (3)
bis (5) folgen. Mit Hilfe von (2) und (12) erhalt
man:
(Y5—UV*V,),, VA=Y4.,V2—(OV"),,

=T4, V= —CFuVeV*=0,
oder, wenn man (11) berticksichtigt:

(UV*),,=Y4,Vi= _(Igx)  Y4V.  (13)

Aus diesem Satz kann die Erhaltung der Ruhmasse
gefolgert werden, wenn x=const gilt (siehe Ar-
beit I, § 3). Im allgemeinen aber wird die Ande-
rung der Ruhmasse in einem Raumgebiet nicht nur
durch die Massenstromung durch den Rand des Ge-
bietes bewirkt, sondern auBerdem durch ein zusitz-
liches Glied, das aus (9) und (13) leicht durch In-
tegration gewonnen werden kann. Aus (11) folgt
nun wegen (2) und (12):

—CFnuVet+ (UVH) ,uVo+UVEV,.

+ (g») Y4 =0.
Formt man hier (U V*)., nach (13) um und ver-
wendet wiederum (2), so ergibt sich schlieBlich:

UVeve,,=CFe,Vey (gx) o TE (V27 —g®) ;
a=1,2,3,4. (14)

Das ist die streng giiltige Bewegungsgleichung der
Materie. Links steht der mit U multiplizierte Diffe-
rentialausdruck fiir die geodatischen Linien
a. . d%; « dz, dz, .
Veve .= ds? +I’uv75' & °
der erste Term rechts ist die Lorentz-Kraft, der
zweite hat kein klassisches Analogon; er entspricht
einer durch die Verédnderlichkeit von % bewirkten
Kraft. Nur wenn beide Krafte null sind, bewegt sich
die Materie auf geodatischen Linien.

Einen guten Einblick in die Struktur der Bewe-
gungsgleichung gibt die NEwronsche Naherung, d. h.
schwache, zeitlich nahezu konstante Schwerefelder,
% weicht nur wenig vom Eixsteinschen Wert x,, ab
und die Materiegeschwindigkeit ist klein gegen die
Lichtgeschwindigkeit. Wir gehen dabei im Sinne der
in der Arbeit III, § 2, gegebenen Interpretation auf
die mefbaren Feldstirken € und §, die raumliche
Geschwindigkeit b und die Eigenzeit 7 iiber, deren
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Differential dr=Vgy, dxyf/ic ist. Dann bekommt
man aus (14) fir a=1, 2,3 die Vektorgleichung

dM §% =My [~ erad gy + 5 (T-grad )|
waofe+]2.)

T ist der natiirliche LoreNTz-invariante Spannungs-
tensor, der Index @ am Produkt deutet an, dafl nur
die rdumlichen Komponenten des Produkts zu neh-
men sind. In (15) haben wir nun auf der linken
Seite die Gesamtkraft auf das Massenelement d},,
die rechte Seite setzt sich zusammen aus der LorenTz-
Kraft (2. Term) und einer weiteren Kraft, die of-
fenbar der Schwerewirkung auf dM, entspricht. Die
beiden Glieder in der eckigen Klammer des 1. Terms
stellen die Gravitationsfeldstarke dar. Bei einem ru-
henden Teilchen ist ¥ =0, d. h. es herrscht Gleich-
gewicht zwischen Schwerkraft und CouLoms-Kraft in
jedem Volumenelement.

Wir weisen ausdriicklich darauf hin, dal wir es
im folgenden mit strengen Losungen zu tun haben
werden, fiir welche die Naherungsvoraussetzungen,
die zu (15) fiihrten, i. allg. nicht zutreffen: die
Schwerefelder sind stark, die Metrik ist in hohem
Mafe nichteuklidisch und » weicht erheblich von .
ab in Gebieten, in denen sich das Teilchen im we-
sentlichen befindet. Wir haben deshalb dort die
strenge Gl. (14) zu verwenden. In weit vom Teil-
chen entfernten Gebieten ist aber auch (15) brauch-
bar. Ergibt eine strenge Losung fiir ein Teilchen mit
der Ladung (), der Masse M, und der Ausdehnung L
tatsichlich richtige Newronsche und Couromssche
Feldstarken — G M/r? und Q/r? fiir r > L, so kann
man einen wichtigen Schluf} ziehen; es folgt dann
namlich aus (15):

— (G My/r?) dMy+ (Q/r*) dQ =0;
(dQ/dMq) ;> =G Mo/Q =2 (Q/My)
7="G6M?/Q.

Es ist n=2,4-107* fiir das Elektron, #=28,1-1073%7
fiir das Proton: die spezifische Ladung dQ/dM, am

Rande des Teilchens betrigt nur das rund 107%0-
fache vom Durchschnittswert fiir das gesamte Teil-

chen Q/M, .

(15)

(16)

mit

§ 3. Das Teilchenmodell

Die strenge Losung der Feldgln. (1) bis (5),
welche bereits in den Arbeiten II und IIT hergeleitet
und untersucht wurde, hat in Kugelkoordinaten r,

?, p; zy=ict die Form der Gln. (17) bis (20).
Keine FeldgroBe hangt von der Zeitkoordinate z,
und vom Azimut ¢ ab, ferner sollen die rdumlichen
Komponenten der Vierergeschwindigkeit V# gleich
null sein: die Losung ist statisch und rotations-
symmetrisch beziiglich der -Achse. Das Linienele-
ment im Riemanxschen Raum ist:
d52 = 8u» dx,‘ dxv

=e24 727 (dr2 4 r2 d9?) + e 2" r2sin? 9 dg?

53 e’_’v dl'42;

A= —(1—n) L?sin29/2 2.

(17)
v=L/r;

Nur die radiale elektrische Feldstirke ist von null
verschieden:

Fyy= —idV2y/x(L[r?) e;

02=1; Fu=0 sonst. (18)
Weiter gilt:
Vi=p2=p3=0; Vi=ce™; e=1; (19)
T} e — T3= — T=Ti=} F4F,,;
T¢=0, wenn u=v. (20)

L und 7 sind verfiigbare Konstanten; L hat die Di-
mension einer Lidnge, 7 ist dimensionslos. Diese Lo-
sung galt unter der Voraussetzung » = const; sie gilt
aber auch, wenn » eine Feldfunktion ist, denn x tritt
nur in den EInsTEIN-GIn. (1) als Kopplungspara-
meter auf. Allerdings liefert die einzige nicht triviale
Gleichung Fi14,9=0 der Maxwerr-Gln. (4) wegen
(18) eine Bedingung fiir % : ,3=0. d. h. %2 =2x(r),
und wegen der Form (8) fir » auch wu=u(r).
Die Randbedingung #(r— o) =x, verlangt
u(r— o) =0. Der einfachste Ansatz, der dies lei-
stet, ist

wu=Alr (21)

mit einer Konstanten 4. Wir untersuchen, was die-
ser Ansatz leistet, und berechnen zunichst die Ruh-
massen- und Ladungsdichten nach (6) und (9) fir
die Losung (17) bis (21) der Feldgln. (1) bis (5);
man bekommt in CGS-Einheiten:

omo= —[2en [ (e 1) ] 722 (22)

00=[OL(A+L)/r*] Vn/ (27 xs) 272476, (23)

Ruhmasse M, (r) und Ladung Q(r) innerhalb einer
Kugel vom Radius r erhélt man hieraus durch Mul-
tiplikation mit
dvg= V811 8ee 833 A7y da, dzg
=248 r25in 9-dr dd¥ dg
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und Integration:
r

My ()} o — 282N E f egg{;g/g i

-
Hoo C

= — %’iﬂ exp{—L/r}Z (24)

c2

T

=L ]/Snnexp{—(A—i—L)/r}. (25)
:{m

Die Integrale konvergieren nur fir L>0 und

A> — L. Die Ruhmasse muf} positiv, d.h. e= —1

sein. Fiir r— o« ergeben sich aus (24) und (25)

Gesamtruhmasse und Gesamtladung des Teilchens;

man beachte Gl. (8) :
My=8zanL/(%sc?®) =2 L/G;
Q=0LV8an/ru=0c2LVy/G; &=1.

(26)
(27)

0 gibt das Vorzeichen der Ladung an. M, und Q
hingen nicht von A ab. Man kann deshalb (26) und
(27) eindeutig nach den Konstanten L und # auf-
I6sen:

L=0Q2/Myc?; n=GM?/Q> (28)
L ist der klassische Teilchenradius; # eine dimen-
sionslose Zahl von der Groflenordnung 10740 fiir
Elementarteilchen (vgl. § 2).

Was bedeutet die strenge Bewegungsgleichung
(14) fiir die strenge Losung (17) bis (21)? Sie
ist als Folge der Feldgln. (1) bis (5) natiirlich fir
jede ihrer Losungen erfiillt. Man tiberzeugt sich zu-
nichst leicht, dafl aus (14) nur fiir 2 =1 eine nicht
triviale Aussage folgt, welche man nach einigen Um-
formungen und unter Beriicksichtigung von (22)
und (23) in die Form setzen kann:

E(4+1L)

+gQ[TV—Ge "]—0. (29)
Diese Gleichung gilt streng, also auch dort, wo die
Voraussetzungen der Newronschen Niherung nicht
zutreffen. Fiir r — oo geht (29) aber in (16) iiber,
die e-Funktionen werden 1, der Faktor von g ist
dann, wie (27) zeigt, Q/r*=E,, d.h. es herrscht
das der Ladung Q entsprechende radial gerichtete
Couroms-Feld (praktisch bereits fir r>10L). Er-
staunlicherweise 1dBt sich hier auch erreichen, daB
das Schwerefeld fiir 7 > L den der Rubhmasse M,
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zugehorigen Newronschen Wert — G M/r® hat, den
der Faktor von 0y, in (29) dann annimmt, wenn

E(Ad+L)=CMy=nL, d.h

4=-(1-nL (30)

gesetzt wird. Dabei ist (26) beriicksichtigt worden.
% bekommt damit die Form

H=12y eH = e 2(1—7) L/f;

p=—1-n)Lr. (31)

Der Gravitationskoeffizient ist null im Zentrum des
Teilchens und nihert sich asymptotisch dem Wert
#o=8aG/c* fir r> L. » kann als Funktion der
gu» dargestellt werden; (31) und (17) zeigen, dal3
der Zusammenhang besteht:

u=(4/n) Z (A/v) d¥.

Die streng giiltige Gleichgewichtsaussage (29) zwi-
schen Couroms-Kraft und Schwerkraft konnen wir
in folgende Form setzen:

G,dM, + E, dQ = 0;
Gr=— (GMy[r®) e 4724,
E, = (Q[r?) e~ * &,

G, ist die zum Mittelpunkt des Teilchens gerichtete
Gravitationsfeldstarke, E, die radiale elektrische
Feldstarke; beide unterscheiden sich bereits fiir
r>10 L nur sehr wenig von den klassischen Feldern
einer Punktmasse M, und einer Punktladung Q.
Die beschriebene Losung zeigt in sehr befriedigen-
der Weise, dal3 es mit den Mitteln einer klassischen
Feldtheorie moglich ist, den Zusammenhalt eines
Teilchens zu verstehen, welches vorgeschriebene La-
dung und Ruhmasse und die richtigen klassisch zu
erwartenden Felder hat und dessen Ausdehnung vom
klassischen Teilchenradius bestimmt wird. Losungen
mit x=const, wie sie in den Arbeiten II und III
behandelt wurden, liefern nicht das richtige Schwere-
feld. % =const bedeutet 4 =0, dann zeigt aber un-
sere Gl. (29), daB ¢*L=(1/y) GM, ist: das
Schwerefeld wird um den Faktor 1/ =10%® zu grof§
fiir Elementarteilchen.

(33)

§ 4. Der Verlauf der spezifischen Ladung

Am Ende des § 2 hatten wir gefunden, dafl die
spezifische Ladung eines Raumteiles in einiger Ent-
fernung vom Teilchen sehr viel geringer ist als der
Durchschnittswert fiir das gesamte Teilchen, wenn
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die Felder fiir r> L durch G,= —G My/r* und
E,=Q/r*> beschrieben werden. Das letzte trifft nach
Gl. (33) fiir unsere Losung zu. Auch der Verlauf
der spezifischen Ladung laft sich leicht iiberpriifen.
Wir erhalten zunachst aus (26) und (27) die spe-
zifische Ladung des gesamten Teilchens:

Q/My=0VG/p=5,3-10"" CGS fiir das Elektron.

(34)
Die Gravitationskonstante ist G =6.66-10"% CGS;
daraus folgt 7 =2.4-10"%3. Die spezifische Ladung
eines Volumenelements erhalten wir aus (22) und

(23) mit A=—-(1—9) L:

do/d]”o ='QQ/Q,110 = ()V77 G et—n) L7
=7 (Q/My) et~ Lr;

sie ist im Inneren des Teilchens sehr grof} (— ~
fir r = 0) und am Rande (r> L) um das #-fache
kleiner als der Mittelwert /M, fiir das ganze Teil-
chen, wie es den Uberlegungen des § 2 entspricht.
Die Ladung ist im Gegensatz zur Masse auf einen
gegeniiber dem Teilchenradius L nahezu punktfor-
migen Bereich zusammengedriangt; das zeigt die
Formel (25), wenn man 4 gemal} (30) einsetzt und
den Ausdruck (27) fir die Gesamtladung verwen-

det:

(35)

Q(r) =Q-exp(—7L/r).

Die gesamte Ladung ist praktisch bereits in einer
Kugel enthalten, deren Radius einige Vielfache der
Lange # L betrdgt. einer Liange also, die um das
n-fache kleiner ist als der Teilchenradius L. Fiir die

(36)
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Massenverteilung ist dagegen L die charakteristische
Linge, wie Gl. (24) zeigt.

Die Energiedichten sind die negativen (4,4)-Kom-
ponenten der Tensoren Y, T, U V# V, multipliziert
mit dem ortsabhiingigen Teil e>* der Gravitations-
invarianten x; das zeigt Gl. (1). Man findet fir die
elektrische Energie W, . die Energie des Schwere-
feldes W,y und die Gesamtenergie W des Teilchens:

W= — fe‘-’!‘Ti drg =M, 3/2;
Wrawrm — [ SRUVV,drym ~ Mo
W=— f 2 Yt drg=We+ Weray
W 2=~ MycEf2= Q2L

(37)

Die Gesamtenergie ist der halben negativen Ruh-
energie gleich. Gl. (37) &dhnelt sehr der Energie-
relation zwischen der Energie der n-ten Bonrschen
Bahn W, . der kinetischen und potentiellen Energie
Eyiy und ¢ des H-Atoms:

W,u = Ekin 7+ Epot = Epot/2 = 802/2 Tn -

In dieser iiberraschenden, wenn auch formalen Ana-
logie entspricht die elektrische Energie des Teilchens
der kinetischen des H-Elektrons, die des Schwere-
feldes der potentiellen Energie des H-Elektrons, die
Ladung () und der Teilchenradius L entsprechen der
Elektronenladung e, und dem Radius r, der n-ten
Bonrschen Bahn.

Herrn Professor Becuerr danke ich herzlich fiir
zahlreiche fordernde Diskussionen, der Deutschen For-
schungsgemeinschaft fiir finanzielle Unterstiitzung.



